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L’objet de cette note est de donner une dkmonstration d’un rksultat de 
Reiter sur les ensembles de synthkse harmonique, dans le cadre des groupes 
non-commutatifs. 
Dans [l] Herz a prouvt, entre autre chose, que tout sous-groupe 
ferme, distingue d’un groupe localement compact, moyennable est 
un ensemble de synthese harmonique pour les algebres A,(G). 
D’autre part, dans [4], Reiter montre que la condition necessaire 
et suffisante pour qu’un sous-ensemble ferme d’un groupe quotient 
soit de synthese pour A,(G 1 H) est que son image reciproque par la 
projection canonique soit de synthese pour A,(G). 
Nous generaliserons ce resultat dans le thCoreme.l 
THBORBME. Soit G un groupe localement compact; soit H un sous- 
groupe fermk, distingue’ de G; soit rH: G -+ G 1 H la projection canonique 
et soit E un sous-ensemble fermi! de G 1 H; les deux conditions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(a) E est un ensemble de synthgse locale pour A,(G 1 H): pour 
tout e’lkment S de PM,( G j H) et toute fonction g de A,( G j H), d support 
compact, nulle SW E, (S,g) = 0. 
lb) r&E) est de synthbe locale pour A,(G). 
On en deduit aussitot, grace a la solution du 5eme probleme de 
Hilbert. 
COROLLAIRE. Soit G un groupe localement compact, non discret, 
non totalement discontinu, alors A,(G) est une algbbre de non synthbe. 
1 Ce probltme nous a et6 signal6 par C. S. Herz durant notre skjour B Mont&al. 
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Remarques SW les e’noncb. 11 est immediat que si G est moyen- 
nable, nous obtenons le theoreme de Reiter. La demonstration que 
nous proposons ici est plus simple que la demonstration classique de 
ce resultat pour les groupes abeliens. Les quelques rares complications 
qui apparaissent ici se reduisent a des redondances quand le groupe est 
abelien. 
En fait, la demonstration don&e dans [4] est essentiellement bake 
sur la formule de Poisson dans le groupe dual. En l’absence d’un 
objet dual raisonnable, pour un groupe localement compact quel- 
conque, il a fallu renoncer aux arguments de dualite et trouver un 
autre artifice. 
La preuve du theoreme est bake sur trois lemmes; l’un est une 
gCnCralisation aux groupes non commutatifs d’un theoreme que nous 
avons Ctabli dans [2] ou [3]; c’est le plus profond des trois; les deux 
derniers sont des remarques, plus ou moins Cvidentes, que nous 
formulons en lemmes, pour completer le texte. 
Avant d’enoncer ces lemmes, adoptons quelques notations. 
Notations. (a) Soit G un groupe localement compact et soit dx 
une mesure de Haar sur G, invariante a gauche et choisie une fois 
pour toute. 
Soit 1 < p < co, on note D(G) l’espace de Banach standard 
defini a l’aide de la mesure dx et p’ l’exposant conjugue de p. 
Restreignons-nous aux 1 <p < co et notons A,(G) l’algebre de 
Banach des fonctions f, continues sur G, a valeurs complexes qui 
s’ecrivent: 
oh zii ED’(G), ui ED(G) et sont astreintes a la condition: 
La norme de f dans A,(G) est don&e par la formule: 
(b) On note PM,(G) l’espace de Banach dual de A,(G); tout 
Clement de PM,(G) s’identifie a un operateur de convolution B 
gauche sur L,( G) et a un support defini saris ambiguid, puisque A,(G) 
est reguliere. 
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On note UP&?,(G) 1 a f ermeture normique dans PM,(G) du sous- 
espace vectoriel des ClCments h support compact. 
Sif est dans A,(G), S dans PM,(G) la formule d’accouplement est: 
e est 1’ClCment neutre de G; 3 est dkfinie g priori pour les fonctions 
de L1(G) par s(x) = S(x-l) et 1 e ro on ement aux pseudo-mesures p 1 g 
quelconques est Cvident. Alors A,(G) est un module 21 droite 
sur PM,(G): il suffit de remarquer que pour toute f = z, * 6, 
f* S(x) = 2) * (ii * S)(x) = 0 * (S ; u)(x). 
(c) Soit H un sous-groupe distinguk, fermC de G, nous notons 
dh la mesure de Haar de H et T H: G + G 1 H la projection canonique. 
Nous notons encore d, , d, , d, les fonctions modulaires de G, 
H et G 1 H. 
Si f est une fonction continue sur G, B valeurs complexes, h support 
compact, nous poserons par dkfinition: 
Cette application se prolonge h un sous-espace de UPM,(G); si 5’ est 
dans ce dernier espace, nous noterons TH(S) son image; de plus la 
formule suivante est exacte: 
vj E 4G I W, 
(f, T&T)) = (f 0 TH, s> = (f o TH) *m 
= f * T;;(S) (fq. 
Remarquons que: 
T&g = k’T;;(Ll,lf), si CELL. 
Soit g Cvaluer la quantitk de droite: 
considkrons une fonction k de L”(G 1 H), alors: 
jG k o rH(x)f(x) dx = jG k 0 Q(X) f(x-‘) dx = jG k 0 x&x-l) 4x-l) f(x) dx 
=J GIH 
k(k) G(f) (4 d3i*, d’aprks la formule de Weil. 
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Mais la premikre quantitk de 1’CgalitC ci-dessus vaut, d’aprh la 
m&me formule: 
s,,, k(+ TH(&lf) (ct) da? = s,;, k(n) k’(9) T&l&f) (2-l) d.k 
Le rhultat A Ctablir n’est qu’une simple conskquence de la dualit 
[WG I HI, L”(G I WI t 1 e a continuitk des deux membres qui entraine 
1’CgalitC partout. 
LEMME 1. Soit K un compact de G; il existe une constante C(K) 
telle que pour toute fonction f de A,(G) a support darts K, TH( f) est 
dans A,(G 1 H) et: 
II cdf)lIA,mf) d C(K) llfllA,cc, * 
LEMME 2. Soit S darts UPM,(G), h support compact, soient f, CD, y5 
trois fonctions de A,(G) d support compact. Alors: 
f * S(4 (Fr * m = jG (f 9%) * @za (4 &* 
%@, @, , designe respectivement la translatee a gauche et h droite de @. 
Remarque. 11 est lkgitime de considkrer la fonction f * T; comme 
nous l’avons signal6 en [b], c’est une fonction de A,(G). Par ailleurs, 
x Ctant un point de G, la fonction @, est dans A,(G), de sorte que 
@,T est bien dkfinie comme ClCment de UPMp(G). 
LEMME 3. Soit y: G -+ @* un homomorphisme mesurable de G 
darts le groupe multiplicatif des nombres complexes, non nuls. On suppose 
que y est essentiellement borne sur tout compact de mesure positive de G. 
Alors pour toute fonction f de A,(G), d support compact, yf est une 
fonction de A,(G); de plus il existe une constante C ne dependant que du 
support de f telle que: 
II rf IlAp G c llf L,(G) - 
En d’autres termes y est localement darts A,(G). 
La preuve de ces trois r&hats est bake sur la reprksentation 
comme intCgrale B valeurs vectorielles des fonctions de A,(G) que 
nous avons utilisCe 4 maintes reprises dans [2, 31. 
ENSEMBLES DE SYNTHbE 189 
Soient f, +!I dans D’(G), g et @ dans D(G) alors: 
Le second lemme n’est autre qu’une gCnCralisation de cette formule. 
CommenGons les demonstrations par le lemme 3. 
Preuve du lemme 3. On peut trouver deux compacts Kr et Kz de 
G tels que la fonction: 
vaille un sur le support def; alors, rf = eyf; il suffit done de montrer 
que 70 est une fonction de A,(G). 
Mais: 
y(x) e(x) = 4’ * dqx) 
Oh 
4’ = r*> @’ = y-l@. 
Les hypotheses sur y montrent alors que: 
Par consequent 
ce qui termine la preuve du dernier lemme. 
Preuve du lemme 2. La continuite de la translation a droite sur 
A,(G) montre immediatement que lafonction G-+A,(G): ,z-+,f ,#,@, 
est continue, ?t support compact de G dans A,(G). 
L’intCgrale vectorielle: 
definit par consequent une fonction de A,(G). 
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De plus, on vhifie facilement que: 
= J’ G Gf c&Q, 3 S> dz 
= s G (f A) x Ph (4 dz. 
Remarquons ici que cette formule a CtC Ctablie sans supposer que S 
soit A support compact; le fait dkterminant est que f et l’une des deux 
fonctions auxilliaires * ou @ est A support compact; ceci, pour 
assurer I’existence de 1’intCgrale vectorielle du dCbut de la preuve. 
On peut cependant se passer du fait que f soit A support compact, 
en supposant toutefois que S et l’une des deux fonctions auxilliaires 
soient ?i support compact. 
Terminons la preuve des rkwltats auxilliaires par celle du lemme 1. 
Preuve du lemme 1. On se ramhe d’abord au cas oh f a une bonne 
forme, grPce A la formule de reprksentation intkgrale. 
En effet, pour tout E > 0, on peut trouver deux suites finies {Vi} et 
{U,}, (i = l,..., n}, de fonctions continues sur G, A support compact 
telles que: 
Soit Kl un voisinage compact du support de f que nous supposons 
symhrique, pour Cviter de lourdes notations, de la forme K,‘V ob V 
est un voisinage symktrique de I’ClCment neutre de G et K,’ est un 
voisinage du support de f. 
Posons 
0 = XK, * xu I me4 V) ; 0 = 1 sur K,‘; 
e = e1 * 8,; 4 = X&i O2 = xv 1 mes(V). 
De plus: 
19 2 Vi x oi = j- F (Vi&) * (?&f?,) (x) dz 
1 Gl 
d’aprhs la formule prCcCdente: 
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On verifie comme dans [3] que la derniere quantite vaut: 
N 
SC TH( VJ,) “iH TH( U&) (9) dz 
Gl 
( “iH designe le symbole de convolution dans G’H). 
Nous avons montre dans [3] que: 
Examinons Tn(Ui:~a) de plus p&s; il est delicat du fait que G 
n’est pas commutatif. D’apres la remarque (c) 
TH( U,‘ZO,) (k) = ~$5~) T@,lUi,O,) (k-l) 
Mais pour chaque z, TH(d~1Uio02) est a support dans l’image 7rH(V); 
alors 
S,:H 1 TH(dCIUizOJ (*)I9 d2 = jG 1 jH d,‘Ui,(xh) O,(X~) dh I’d& 
et 1’inCgalitC de Holder donne: 
d jCIHjH I Ui,(xh)l” dh [jH I h&h) t9z(~h)lp’ dh]“” dk 
D’apres la formule de Weil 
< SUP [j 
EC H 
1 d-,l(xh) e,(xk)l"' dh]""' jG I ui, I9 (4 dx = k,(v) II Uiz II", .
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On verifie ensuite, comme dans [3] que: 
L’argument le plus elegant pour conclure, sans refaire de calculs 
est le suivant. 
La suite TH(fl Cf vi * oi) est born&e dans A,(G/H) et converge 
uniformement vers TH( f) sur G,lH; TH(f) est par consequent une 
fonction de B,(G/H), (multiplicateur de A,(G)), voir [SJ. Comme 
elle est a support compact, elle est dans A,(G/H) sa norme ne depasse 
pas: 
k&,VG) 40’) Ilfll~,c~, - 
On peut trouver une constante plus jolie: il suffit de poser: 
C = k, inf k,,(K,) k,(V), 
Kr et V parcourant l’ensemble des voisinages du support de f et de 
1’ClCment neutre du groupe. Ceci termine la demonstration des 
lemmes. 
Donnons la demonstration du theoreme. 
D~MONSTARTION DU THBOR~ME. a *b. Remarquons d’abord que 
l’on peut toujours supposer que S et g sont a support compact dans 
1’CnoncC du theoreme; il suffit pour cela de choisir une fonction B de 
A,(G) qui vaut un sur un voisinage compact du support de S, a 
support compact et (S, g) = (S, eg). 
Considerons deux familles de fonctions {&}, {@,J de fonctions de 
A,(G), indexees par un m&me ensemble filtrant A telles que: 
(i) pour chaque 01, z& et @, sont a support compact; 
(ii) la restriction a H de la famille {$z$},,, constitue une 
approximation de I’unid de Ll(H). 
Signalons (remarque importante par la suite) que: 
s 
g * S(h) dk = 0. 
H 
En effet, d’une part le lemme 3 montre d;lS est dans PM,(G) et 
d TH(d$s) aussi; on verifie facilement que d TH(d;‘S) est a support 
dans E. 
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D’autre part: 
1 H 
g * S(h) dh = T,(g) * AE$$) (i). 
Comme T,(g) est nulle sur E et que E est de synthese locale, on a bien 
s 
g * S(h) dh = 0. 
H 
D’apres le lemme 2: 
Mais pour chaque a, la derniere integrale est nulle d’aprb 
remarque que nous venons de faire; puisque g * 3 est continue sur 
, 
et que & *“&l est une approximation de l’identite de Ll(H) 
la 
H 
g * S(e) = li,m S, g * S(h) I& * 4,(h) dh = 0 
et a =>b. 
b * a. C’est la preuve la plus intuitive. Soient 3 dans 
UPM,(G/H), a support compact et g dans A,(G/H), nulle sur E, 
a support compact, montrons que (S, g) = 0. 
D’abord, on peut trouver une fonction 0, de A,(G), a support 
compact, telle que TH(6) = 1 sur un voisinage du support de 8 
(m&me construction que dans [2, Chapter II]). 
L’application f --+ (s, T,(ef)) definit un element s de UP&&(G), 
grace au lemme 1, dont le support est visiblement contenu dans 
n$(E). 
Soit 8’ une fonction de A,(G), Q support compact, qui vaut 1 sur un 
voisinage du support de 0 
o = (s, e’g O ?TH) = (f?, TH(uek O TH)) 
= (&g O~~T~(@)) 
=<h?-,> 
ce qu’il fallait demontrer. 
11 reste a prouver le corollaire. 
DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Soit G,la composante connexe 
de l’eltment neutre de G, qui est un sous-groupe connexe de G, non 
reduit a ce dernier Clement d’aprb les hypotheses. 
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Alors il existe [6] un sous-groupe distingk H1 C G, , fermC tel que 
G,/H, soit un groupe de Lie, de dimension non nulle, puisque G, est 
connexe. 
Mais G,/H, contient au moins un sous-groupe commutatif, fermC, 
non discret don& par un vecteur tangent quelconque g 1’ClCment 
neutre P, de G,/H,; soit H’ un tel sous-groupe. 
11 existe un sous-ensemble compact E C H’ qui n’est de synthirse 
pour aucune algkbre A,(H’), voir [2]. 
E n’est pas de synthkse pour A,(G,IH,) / H puisque A,(H’) = 
A,(G,.‘H,)/H’ d’aprks [l]. Alors 
Ap(G1) d’aprk le thkorkme. 
n;:(E) n’est pas de synthhse pour 
La rCf&ence sus-citke montre encore que n-;:(E) n’est pas de 
synthkse pour A,(G); ce qui termine la preuve du corollaire. 
Kous avons utilisk tout cet artifice parce qu’on ne sait pas en 
g&n&al si tout groupe compact, non discret contient un sous-groupe 
commutatif non discret. 
Mais l’artifice s’arr&te ici; pour avoir le contre-exemple de Malliavin 
au complet il faudra refaire sa construction sur un groupe non com- 
mutatif, mais compact tant que la dernikre question ne sera pas 
&lucid&e pour les groupes totalement discontinus, dans un sens 
favorable. 
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